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(a) Sicaklik kontrolii (b) Seyir kontrolii (c) Ters sarkacin dengelenmesi

Kontrol girdisi Arzu edilen evrim

Dogal evrim
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Durum uzay1, evrim operatorii ve boyut

S(tl)uo

wo e ¢ (denge)

_ J
Sekil: {S(t)ug : t > 0}: ug baglangi¢ durumundan ¢ikan yoriinge.

® Durum uzayr: X. Sistemin alabilecegi tiim durumlarin olusturdugu uzay.
® Evrim operatorii: her ¢t > 0 igin S(t) : X — X.

® Sistemin boyutu: dim(X).
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Kararhilik, kararhilastirma ve denetleyici tasarimi

Ustel kararhilik. Denge ¢ozliimii ¢, bazit M > 1, w > 0 icin
IStuo — ¢llx < Me™“"luo — pllx, t20, uo€X,

ise istel kararhidir.

K.C. Yilmaz Sonlu Boyutlu Denetleyici Tasarimi UMS 2026 4/26



Kararhlik, kararhilastirma ve denetleyici tasarimi

Ustel kararhilik. Denge ¢ozliimii ¢, bazit M > 1, w > 0 icin
[S(t)uo — ¢llx < Me™“*lug — ¢llx, >0, wuo€X,

ise istel kararhidir.

Bir sistemi kontrol etmek: Istenen bir amaci gergeklestirmek iizere sistemin
yoriingelerinin davranigini etkileme eylemidir.

Denetleyici tasarimi problemi: Sistemin istenen davranigi gostermesini saglayacak uygun
kontrol yasasinin belirlenmesi problemidir.

s R
X

Uo

- J

Sekil: Aym baglangic durumu igin kontrolsiiz ve kontrol girdisi etkisi altindaki yoriingeler.
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Baz1 denetleyici tiirleri, sonlu boyutlu denetleyici

Kontrol girdisinin uygulandig1 yere gore: bdlge ici denetleyiciler ve sinir denetleyicileri.

Kontrol girdisinin olusturulmasina gore: acik ¢evrim denetleyiciler ve geri beslemeli
denetleyiciler.

Sonlu boyutlu denetleyici: Kontrol girdisini, sistem durumundan elde edilen sonlu sayida
bilesene dayali olarak olusturan denetleyici.
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Temel soru ve yaklagim

Soru
Sonsuz boyutlu bir sistem, sonlu boyutlu bir denetleyici ile kararlilagtirilabilir mi? J
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Temel soru ve yaklagim

Soru
Sonsuz boyutlu bir sistem, sonlu boyutlu bir denetleyici ile kararlilagtirilabilir mi?

v
Sezgi
Kararsiz dinamikler sonlu boyutlu bir altuzayda yer aliyorsa, sonlu boyutlu bir geri besleme
yeterli olabilir.

v

Durum degiskeninin |

‘ zaman igerisindeki evrimi ’

Kontrol girdisi Bolge i¢i modal
9(t) = g(Pnu(:,t)) gozlemler Pyu

Sekil: Sonlu boyutlu geri besleme gemasi.
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Klasik geri-adim yontemi

iki temel bilegen: déniisiim ve hedef model.
® Doniisiim 7: ana model ile hedef modelin durumlar: arasinda terslenebilir bir egleme.

® Hedef model: kararl olacak sekilde tasarlanan yardimci sistem.

Ana model T Hedef model
uy = Au (bolge igi dinamik) < > wy + Dw = Aw (kararli dinamik)
Bu = g(u) (sinir kontrolii) 71 Bw =0 (homojen sinir)

Sekil: Klasik geri-adim gsemasi. A uzaysal diferansiyel operatér, B sinir kogullarini tanimlayan yapi,
Dw bolge ici kararhilagtirict terim.

‘ M. Krstic, A. Smyshlyaev, Boundary Control of PDEs, Advances in Design and Control, vol. 16,
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA, 2008.

@ R. Vazquez vd., Backstepping for partial differential equations: a survey, Automatica J. IFAC, 183,
112572, 2026.
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Sonlu boyutlu geri-adim tasarimi

Sonlu boyutlu tasarimda iki temel bilegen:
® Doniisiim 7y : sonlu sayida modal bilesen kullanilarak tanimlanir.

® Hedef model: kararsiz dinamikleri bastirmak igin sonlu rankli bir terim igerir.

Ana model T Hedef model
uy = Au (bolge igi dinamik) < »| Wi+ Dyw = Aw (kararli dinamik)
Bu = g(Pnu) (sinir kontrolii) Tz\71 Bw =0 (homojen sinir)

Sekil: Sonlu boyutlu geri-adim gemasi.
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Sonlu boyutlu geri-adim tasarimi

Sonlu boyutlu tasarimda iki temel bilegen:
® Doniisiim 7y : sonlu sayida modal bilesen kullanilarak tanimlanir.

® Hedef model: kararsiz dinamikleri bastirmak igin sonlu rankli bir terim igerir.

Y s
Ana model T Hedef model
uy = Au (bolge igi dinamik) < »| Wi+ Dyw = Aw (kararli dinamik)
Bu = g(Pnu) (sinir kontrolii) T}\71 Bw =0 (homojen sinir)
J .

Sekil: Sonlu boyutlu geri-adim gemasi.

Bu yap1 beraberinde su temel sorular1 getirir:
1. Ty : X — X nasil segilmelidir? Hangi kogullar altinda terslenebilir?

2. Hedef model nasil tasarlanmalidir? Sonlu rankl bir terim kararsiz dinamikleri hangi
kosullar altinda bastirabilir?
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Tn dontistimii

X = L2%(0,L). Asagidaki bigimde bir doniigiim (geri-adim déniisiimii) éneriyoruz:

u = Tnw, Tn =1+ KPy.

* (Ko)(@) := [y k(= v)e(y)dy
® k=k(z,y) € C™ (As,y) cekirdek fonksiyonu, Ay = {(z,y) €R?: 0<y <z < L}.
® Py :L?(0,L) = En :=span{ei,...,en},

N 7

—e/’ = Xje;, (0,L),

PN();J:Z(QO,ej)QEj, {B J_OJ J s
j=1 e =U.
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Tn dontistimii

X = L2%(0,L). Asagidaki bigimde bir doniigiim (geri-adim déniisiimii) éneriyoruz:

u = Tnw, Tn =1+ KPy.

* (Ke)(z) == [y k@, v)e(y)dy

® k=k(z,y) € C™ (As,y) cekirdek fonksiyonu, Ay = {(z,y) €R?: 0<y <z < L}.
® Py :L?(0,L) = En :=span{ei,...,en},

al {—6;/ = )\j&j, (O,L),

Pne =Y (pej)2e,
= Be; = 0.

Motivasyon
1. Smir kontrolii ile hedef modeldeki bélge i¢i séniimii sonlu sayida modal bilegen {izerinden
iligkilendirmek istiyoruz.
2. Bw = 0 oldugundan,
Bu = BKP, NWw.

Dolayisiyla Pyw’yi Pyu cinsinden ifade edebilirsek, kontrol girdisini yalnizca Py u’ya
bagh olarak yazabiliriz.

v
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Tn doniigimiintin terslenebilirligi

Tn =1+ KPyn, X = L?(0,L), Exy = span{e1,...,en}.
° ge By ise Tng= (I +KPn)g=gq.

® 7Tn’in birebirligi igin p € En \ {0} iken Tnyp € E]{} olup olmadigina bakabiliriz.

N
PyTnp=PnTp = E er (Tp,er)z -
———
k=1 >
2o
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Ty doniigtimiiniin terslenebilirligi

Tn =1+ KPyn, X = L?(0,L), Exy = span{e1,...,en}.
° ge By ise Tng= (I +KPn)g=gq.

® 7Tn’in birebirligi igin p € En \ {0} iken Tnyp € E]J\-, olup olmadigina bakabiliriz.

N

PyTnp=PnTp= Y ex (Tp,ex)s.
=1 Y
2o

P = (pej)a,j=1,...,N,

N
0= (Tp,ex)2 Z (Tej,er)2, k=1,...,N.

O halde PxTy : ENy — En doniiglimiintin {e1, ..., eyx} bazindaki matrisini
(Ter,er)2 -+ (Ten,er)2
My = : . :
(Ter,en)2 -+ (Ten,en)2

bigiminde yazabiliriz.
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Tn doniigimiintin terslenebilirligi

(“)zetle7
3pe En\{0}: Tp€ By & ker (PuTilp, ) #{0} & detMy =0.

Ote yandan Ty |El = I . Dolayisiyla, det My = 0 ise Ty birebir degildir.
N
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Tn doniigimiintin terslenebilirligi

(“)zetle7
3pe En\{0}: Tp€ By & ker (PuTilp, ) #{0} & detMy =0.
Ote yandan TNlEIf, = I . Dolayisiyla, det My = 0 ise Ty birebir degildir.
Buna karsilik, det My # 0 olsun.
® 9 € L%0,L), p=Pnp+¢ N, o>N = (I - Py)p € Ex.
Tne=0= TnPno+ o N =0
= PNTnPnve =0= Pnyp =0, (det My #0)

:>‘p>N :0:>(p:0_
e f¢c L?(0,L) verilsin, f = Py f + f>V.

PNTNPNy = PN f,

)
TIne=[<%
{(I — PN)TnPrne + 7N = >N,

Lemma

T : L2(0, L) — L%(0, L) déndisiimiinin terslenebilir olmass icin gerek ve yeter sart
det My # 0 olmasidar.
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Tx | icin uygun bir temsil

Sonug
det My # 0 olsun. Bu takdirde,

u=Tyw = Bu = BKPyw = Bu = BKPN Ty ' u.

v' Boylece kontrol girdisini geri besleme tipinde yazabiliriz.

X Ancak bu ifade hentiz yalmzca Pyu’ya bagh bir geri besleme bigiminde degil.
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Tx | icin uygun bir temsil

Sonug
det My # 0 olsun. Bu takdirde,

u=Tyw = Bu = BKPyw = Bu = BKPN Ty ' u.

v' Boylece kontrol girdisini geri besleme tipinde yazabiliriz.

X Ancak bu ifade hentiz yalmzca Pyu’ya bagh bir geri besleme bigiminde degil.

u=Tyw=w+ KPyw — Pyu = Pyw+ PyKPyw = PNT(PN’LU)
d 0 —
etg]# Pyw = (PNT|EN) ! Pnu

— w=u—K(PxT|ey) ' Pyu.

dnu
Lemma
det My # 0 olsun. Bu takdirde 7—]\71 operatori
TNl =1-K(PyTley) ' Pv=1—-®yn, @&y cL(L?*0,L))

biciminde yazilr.
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Tx | icin uygun bir temsil

Sonug (giincel)
det My # 0 olsun. Bu takdirde kontrol girdisini

‘ g(Pnu) = Bu = BKPyw = BK (PNT‘EN)71 Pnu

v geri besleme bigiminde,

v yalmzca Pyu’ya bagh olarak yazabiliriz.

C)rnegin, N = 2 i¢in Dirichlet tipi kontrol girdisi Bu = (Z((g))) = (gR((I)DQu))

L L
on(Po) = [ kL Pro@iy = [ k(L) [(P2T1e,) ™ Pou] )y
L
= [Tk [(2oT1m) " P ) d

(1) )M (5))

Uz

K.C. Yilmaz Sonlu Boyutlu Denetleyici Tasarimi UMS 2026 13/26



Ana model Tn Hedef model
uy = Au (bolge igi dinamik) < »| wi+Dnw = Aw (kararli dinamik)
Bu = g(Pnu) (sir kontrolii) T1\71 Bw =0 (homojen sinir)
J .

Sekil: Sonlu boyutlu geri-adim gemasi.

1. Ty : X — X nasil segilmelidir? Hangi kogullar altinda terslenebilir? v

2. Hedef model nasil tasarlanmalidir? Sonlu ranklh bir terim kararsiz dinamikleri hangi
kogullar altinda bastirabilir?

u = Tyw donlisimiini ana modelde yerine yazarak,

ut = Ty Aw — TnDyw

= TNAw—TnyDyw—ATyw =0 = TNDyw = (KPy A — AKPyN) w.
Au = ATyw

* (PnA)w = (APN)w ise

Boylece hedef modeldeki ilave terim yalmzca Pyw’ya baghdir.

® Py ve A'nin w lizerinde degismeli olmasi, Ty : w — u yoniini dogal kilar (klasik
geri-adim yonteminin aksine).
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Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

uo € X = L2(0,L), v >0, a € R 6yle ki No :=#{j > 1:7; >0}

Ut = VUgg + au, (z,t) € (0,L) x {t > 0},
Ana model:  u|g=0 =0, u|lz=r =gr(Pnu), t>0,
ule=0 = uo, z € (0,L).
gr = 0 ise
[e’s} No
uty= > e (uo,e5)2e; 4+ > €1t (uo, e5)2e;,
P SN—— —
j=No+1 j-inci kararli modal J=1
bilegenin zaman evrimi X
u

Xy = span{e; : ; > 0}.
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Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

uo € X = L2(0,L), v >0, a € R 6yle ki No :=#{j > 1:7; >0}

Ut = VUgg + au, (z,t) € (0,L) x {t > 0},
Ana model:  u|g=0 =0, u|lz=r =gr(Pnu), t>0,
ule=0 = uo, z € (0,L).
gr = 0 ise
oo No
uty= > e (uo,e5)2e; 4+ > €1t (uo, e5)2e;,
. —_— —
j=No+1 Jj=1

j-inci kararli modal
bilesenin zaman evrimi

€Xy

Xy = span{e; : ; > 0}.

x
Déniiglim: u(z,t) = w(z,t) +/ k(z,y)Pnw(y,t)dy, Py :L2%(0,L) — span{er,...,en}.
0

wt + DNw = Vwge + aw, (z,t) € (0,L) x {t > 0},
Hedef model: { w|z—0 = w|gz=1 =0, t>0,
wlt=0 = wo = Tl\yluo, z € (0,L).

K.C. Yilmaz Sonlu Boyutlu Denetleyici Tasarimi UMS 2026 15/26



Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

Dyw = pPyw, p> 0.

Cekirdek modeli Hedef model
V(kee — kyy) = —pk, wt + pPNWw = vwg, + aw,
k(z,0) =0, k(z,z)= —?, W[p=0 = w|p—r, =0,
1%

wli=0 = wo := Tlgluo.
(z,y) € Agyy ={(z,y) ER2: 0<y <z < L}
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Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

Dyw = pPyw, p> 0.

Cekirdek modeli Hedef model
V(kee — kyy) = —pk, wt + pPNWw = vwgy + aw,
k(z,0) =0, k(z,z)= _¥, W[p=0 = w|p—r, =0,
1%

wli=0 = wo := Tlgluo.
(z,y) € Agyy ={(z,y) ER2: 0<y <z < L}

® Tek bir k € C°°(Agz,y) ¢oziimil vardir:

1y = ([ pm (@2 —yH)™
= S ()

® [ diizgiin = Ty, L?(0, L), iizerinde
sinirhidir.

® k= k(x,y;p), w’ye analitik bagh. Bu
nedenle
det My (1) # 0,

kosulu p’ye bagh olarak belirlenebilir.

K.C. Yilmaz Sonlu Boyutlu Denetleyici Tasarimi UMS 2026

16/26



Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

Dyw = pPyw, p> 0.

Cekirdek modeli Hedef model
V(kee — kyy) = —pk, wt + pPNWw = vwgy + aw,
k(z,0) =0, k(z,z)= _?, W[p=0 = w|p—r, =0,
1%

wli=0 = wo := T]\Tluo.
(z,y) € Agyy ={(z,y) ER2: 0<y <z < L}

® Tek bir k € C°(Ag,y) ¢ozliimii vardir: 1d ) )
77”1‘]”2 = _V”wxng

BY uym (x2 —y2)m™ 2dt ) )

k(z,y) = — Y _pymlE oy _ ,

(2,9) v mZ::o ( 41,) m!(m + 1)! +allw|lz — pllPrvwll3

® k diizgiin = T, L%(0, L), iizerinde ® Amag: enerji hesabimi Pyw ve

sirhdur. (I — Py )w bilesenleri tizerinden
® k= k(x,y;p), w’ye analitik bagh. Bu yiiriitmek.
nedenle

det My (1) # 0,
kosulu p’ye bagh olarak belirlenebilir.
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Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

i3 = —vlhws 1 + allwl3 - l Prwl3
Pnw bileseni (I — Py)w bilegeni
—v[[(Pnw)e 3 + (a — )l Py wl|3 —v||((I = Pn)w)all3 + all(I — Py)w||3
< <
(—vA1 +a— p) || Pywlf3. (=vAnt1 +a)|l(I = Pr)wll3

—v:=max{-v\ +a—p, —vAy41 +a} <O.

1d 2 2
——w|]5 < —v||w]|5.
5wl < —vwl3
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17/26



Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

Hatirlatma: a —vA; > 0,5=1,...,Nog ve a — vAn,4+1 < 0.

[lw(-,t)]2 < 67”(”’1\]>t||wo||27 —y=max{ a— VA1 — [, a—VAN41 < 0.

kontrol edilen kontrol edilmeyen
blok kisim

Minimal mod problemi: v > 0 olacak sekilde N en az kag olabilir?
Yamit: N=No=#{j>1:a—vA; >0}.

Hizli kararhilagtirma problemi: ~ istenildigi kadar biiyiik yapilabilir mi?
Yanit: Evet. N ve p birlikte yeterince biiyiik secilmelidir.
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Uygulama 1: Reaksiyon-difiizyon modeli

Hatirlatma: a —vA; > 0,5=1,...,Nog ve a — vAn,4+1 < 0.

[lw(-,t)]2 < 67”(”’1\]>t||wo||27 —y=max{ a— VA1 — [, a—VAN41 < 0.

kontrol edilen kontrol edilmeyen
blok kisim

Minimal mod problemi: v > 0 olacak sekilde N en az kag olabilir?
Yamit: N=No=#{j>1:a—vA; >0}.

Hizli kararhilagtirma problemi: ~ istenildigi kadar biiyiik yapilabilir mi?
Yanit: Evet. N ve p birlikte yeterince biiyiik secilmelidir.

[l )ll2 < [T lllw(s )]l2
< e VN T lwoll2

< e VN TR Ty o2, € > 0.
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Uygulama 2: soniimli dalga modeli

(ug,u1) € X = H}(0,L) x L%(0,L), a,b >0, c € R.

utt + bur = Cugy + au, (z,t) € (0,L) x {t > 0},
Ana model: ¢ u|g=0 =0, ulyz=r =gr(Pnu), t>0,
ult=0 = uo, Utlt=0 = u1, xz € (0,L).

v =wut + du, 0 < § < b degisken déniigimi ile

(Zf) =As (Z) » Asi= (CZam + (a_j-lé(b —a)I —(b ! 5)1) '

_ (K 0 _ (PN 0
Ty =1+ KPy, K_(O K:)’ PN—(O PN>7

PN:XHspan{(eoj),(er) : j:l,..A,N}.

[ we wy) w (D11 Di2
Hedef model: <2t> + Dy (z) =As (z) R Dy := (,D21 D22) .
Eslestirme hesab1 sonucunda, uygun ¢ekirdek fonksiyonu i¢in D21 = uPpn,
Di1 =Di2 =D22 =0.

Doéntigiim:
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Uygulama 2: soniimli dalga modeli

wt = —0w + 2z, 9
Bs N,y i= —¢“Oga — al + pPn — 6(b— )1
zt = —Bs n,,w — (b—9)z,
Enerji argiimanlar: kullanarak
1d 5  1d 2
——||zll5+ =— (B w,w)e = —6(B, w,w)2 — (b—9)|z||5.
S 2l + 5 5 (Bov g w)e = —3(Bs,nuw,w)2 — (b— 8)]|=13
2wz 13
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Uygulama 2: soniimli dalga modeli

wt = —0w + 2z, 9
Bs N,y i= —¢“Oga — al + pPn — 6(b— )1
zt = —Bs n,,w — (b—9)z,
Enerji argiimanlar: kullanarak
1d 1d
5&”2”3 tsm (Bs, N uw, w)2 = —8(Bs N uw, w)2 — (b— 6)||z[[3.
2wz 13
Pnw bileseni (I — Py)w bileseni

Al(Pyw)e3 = [a+8(b—8) — u]IPywll3 | ((I=Pn)w)al3—[a+6(b-0)] I (I-Pn)wl3

> (A1 —a+ = 86— 8)] | Pywl Y e vera) LSRR

- A1 —a+p—6(b—96)

> e I(Prw)a 3

min {*A\1 —a+p, FAnp1 —a} —6(b—3) >0

= (Bs,n,uw, w)2 2 |lwz|3-
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Uygulama 2: soniimli dalga modeli

gé(t) = ”Z(vt)H% + (BE,N,uw('vt)7w('7t))2~ Eger

max < a — 2A1 — p, a—cz)\N_H < =46(b—9),

kontrol edilen kontrol edilmeyen
blok kisim

ise, bu takdirde
Es(t) < e 275t85(0), t>0, ~s5=min{s,b—d}.
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Uygulama 2: soniimli dalga modeli

Sg(t) = ”Z(vt)H% + (B5,N,uw('7t)7w('7t))2~ Eger

max < a —c2A1 — p, a—cEAN41 < =46(b—9),

kontrol edilen kontrol edilmeyen
blok kisim

ise, bu takdirde
E5(t) < e 2WLE5(0), >0, ~5 = min{s,b—5}.

Hatirlatma: r;[:f%ig/%qLach)\j, Rer;LzO,jzl,...,No, ReTX,O+1<O.

Minimal mod problemi: Ustel kararlilik saglanacak sekilde N en az kag olabilir?

Yanit:
N=No:=#{j>1:a—c*)\; >0}.

Hizh kararlilagtirma problemi: Ustel azalma hizi istenildigi kadar biiyiik yapilabilir mi?

Yanit: Hayir. Ulagilabilecek en biiyiik istel azalma hiz
Ymax = <
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Uygulama 3: faz-alan denklem sistemi

(¢o,u0) € X = L2(0,L) x L2(0, L).
z € (0,L),t e RT,

¢t = Kdzz + ad + 2u,
z € (0,L),t € RT,

14
ut = _?E(ba:z + vuga,

Ana Model:
Ple=0 =0,¢le= = 9(Pn®), ulz=0=0,ulo—r = h(Pyu), teRT,
@li=0 = d0, ult=0 = uo, xz € (0,L).
x
T =14V Py, (VPF)(z) := / K’ (z,y)F(y) dy, 9 € {0,1},
Doéniigiim: 0

k1 (z, 0 P, 0
Fc X, KY(z,y) := ( 1(0 v ﬂkz(a:,y))’ P = ( év PM)'

¥ =1, cift eyleyicili durum (kontrol girdisi sayis1 = durum bileseni sayisi):

v' Hizlh kararhlagtirma problemi.

v Minimal mod gifti (N, M) ile kararhlagtirma problemi.
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Uygulama 3: faz-alan denklem sistemi

¥ = 0, eksik eyleyicili durum (kontrol girdisi say1s1 < durum bilegeni sayis1):

e — KPze + PNy = atp + 27-1\77Lu, ze€(0,L),teRT,
Hedef model: Ut — VUgy = _%é(TN,pw)Iza T € (07 L),t c R+’

$(0,8) =¢(L,t) =0, u(0,t) =u(L,t) =0, teR*.

- Kisit: || T, .l ”TJGLH operatorlerinin g bagimlhiligy, p degerinin keyfi olarak biiyiik
secilmesine engel.

- p kararsizlig1 bastiracak kadar biiyiik, operator normlarindan kaynaklanan terimleri
baskin hale getirmeyecek kadar kiiglik segilmeli.
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Uygulama 4 (niimerik 6rnek): tek kararsiz modlu CGL modeli

ut — (14 30)ugs + (1 4+ 44)|ul?u — 15u =0, = € (0,1),t € RT,
Ulp=0 = 0, Uz|e=1 = gr(P1u), t € RT,
up(z) = 32(2 — x) + 2isin(33%), xz € (0,1).

. 2
ry = 15— (143075, A = (Z527)7, olup
Rer; >0, Rer; <0, j=>2.

Dolayisiyla gg = 0 ise sifir denge ¢éziimii kararsizdir.
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cgl_combined_animation.mpg
Media File (video/mpeg)


Uygulama 4 (niimerik 6rnek): tek kararsiz modlu CGL modeli

N =1, p=20. Bu degerler altinda (Ter,e1), ~ 0.695 + 0.5114 # 0.

gn(P) = 2 /0 " klasy) (P T1m,) " Pruty) dy

r=1

= /01 kz(1,y) (P17|E1)_1 Pru(y) dy + k(1,1) [(PIT|E1)_1 P1u]

rz=1
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